
第 36 卷第 4 期 大 学 物 理 Vol．36 No．4
2017 年 4 月 COLLEGE PHYSICS Apr．2017

收稿日期: 2016－09－09; 修回日期: 2016－11－03

基金项目: 兰州大学研究生课程建设项目资助; 中央高校基本科研业务费专项资金资助 ( lzujbky－2016－30)

作者简介: 刘志伟( 1993—) ，男( 满族) ，辽宁省丹东市宽甸满族自治县人，兰州大学核科学与技术学院 2016 级硕士研究生．

通讯作者: 孙保元，Email: sunby@ lzu．edu．cn

一维谐振子势阱中二全同粒子的空间关联

刘志伟，孙保元
( 兰州大学 核科学与技术学院，甘肃 兰州 730000)

摘要: 针对一维谐振子势阱中由两个全同粒子组成的体系，假设其空间波函数分别具有以下 3 种交换对称性: 1) 没有交

换对称性，2) 对于交换是反对称情况，3) 对于交换是对称情况，讨论了二粒子空间相对位置的分布概率．并由此将量子力学

教材中自由粒子情况下的结论推广至一维谐振子束缚态情形，即两个全同粒子无论是处于自由态还是束缚态，在空间波函数

交换对称的情况下，两个粒子靠拢的概率最大，而交换反对称情况下，两个粒子靠近( r→0) 的概率趋于零．论文结论有助于加

深对量子力学中全同粒子交换对称性及其物理效应的理解．
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全同性原理是量子力学五大公理性假设之一，

即在全同粒子所组成的体系中，两个全同粒子实行

交换后，体系仍然处于相同的状态，其波函数具有确

定的交换对称性［1］．实验表明，全同多粒子体系按照

波函数的粒子交换对称性可以分为: 粒子交换对称

体系与粒子交换反对称体系，分别对应着自旋为 
整数倍的玻色子与半奇数倍的费米子，并且各自遵

循着玻色－爱因斯坦统计和费米－狄拉克统计规律．
2009 年，中国科学家首次通过操纵多光子纠缠态和

量子模拟方法证实了一种存在于两维空间的奇特粒

子“任意子”，可以服从分数统计规律，其波函数对

两粒子坐标交换可以获得一个任意数值的统计相

位［2］．近年来，基于微观多体系统的交换对称性，对

各种新奇的量子效应的研究已成为前沿热点．为更

直观地认识由交换对称性所导致的量子效应，在文

献［3］第五章第五节“全同粒子系与波函数的交换

对称性”一节中新增例题 1．题设有两个相同的自由

粒子，均处于动量本征态，试分别 3 种情况讨论它们

在空 间 的 相 对 位 置 的 分 布 概 率，即 空 间 波 函 数:

1) 没有交换对称性; 2) 对于交换是反对称情况;

3) 对于交换是对称情况．需要注意，此处的讨论并

未考虑粒子的内禀自由度( 如自旋等) ，因此空间波

函数相应的对称性并不直接对应于体系总波函数的

统计性质，即交换对称型( 交换反对称型) 的空间波

函数并不直接联系玻色子系统( 费米子系统) ，在下

文的讨论中我们也将按此方式，只讨论空间波函数

的相关物理性质．此时通过计算可以得到 3 种情况

下两粒子相对距离为 r 时的概率密度 P( r) :

P( r) ∝

1+
sin 2kr
2kr

， ( 对称情况)

1， ( 无对称情况)

1－
sin 2kr
2kr

， ( 反对称情况)













( 1)

其中，k 表示两粒子的相对波矢量，在此设其值为

1 /2，并据此忽略 r 的量纲．可见，在空间波函数交换

对称的情况下，两粒子靠拢的概率最大，而交换反对

称情况下，两粒子靠近( r→0) 的概率趋于零，但当

r→∞时，三种情况将再无差别，此时波函数的交换

对称性的影响逐渐消失( 图 1) ．通过这样一个可观

图 1 三维空间中，两个全同粒子的相对位置的

概率密度分布，h 为普朗克常量
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测的实例，人们可以更直观地认识由交换对称性所

导致的量子效应．
此例题只讨论了二粒子自由态情形，作为一个

自然推广和有益的练习，本文将问题引申至一维谐

振子势阱中二粒子束缚态情形，并据此检验交换对

称性对两个全同粒子相对位置分布影响，讨论结论

的势场依赖性．为了简化分析，首先可将教材讨论约

化为一维自由态情况．

1 一维自由态情况

假设在一维空间中，存在两个全同的自由粒子，

均处于动量本征态，若体系的空间波函数无交换对

称性，则体系波函数可表示为

ψk1k2( x1，x2 ) =
1
h

exp［i( k1x1+k2x2 ) ］ ( 2)

其中，k1、k2 分别为两粒子的一维波矢量; x1、x2 分别

为两粒子的一维空间坐标．为将体系的质心运动与

相对运动分离，引入线性变换:

r= x1－x2， ( 相对坐标)

R=
x1+x2
2

， ( 质心坐标)

k=
k1－k2
2

， ( k，相对动量)

K= k1+k2， ( K，总动量)















( 3)

式( 2) 经过上述线性变换后，可化为

ψ=
1

槡h
exp( iKR) k( r) ( 4)

式中

k( r) =
1

槡h
exp( ikr) ( 5)

k( r) 即两个全同粒子相对运动部分的空间波函

数，由其 可 得 两 粒 子 相 对 距 离 为 r 时 的 概 率 密

度为

P( r) = 2 |k( r) | 2 =
2
h

( 6)

其中，系数 2 为考虑到在一维空间中波矢具有两个

方向．
若体系的空间波函数对于交换是反对称情况，

则其按如下方式构建:

ψ=
1

槡2
1
h

{ exp［i( k1x1+k2x2) ］－exp［i( k2x1+k1x2) ］} =

1

槡h
exp( iKR) k( r) ( 7)

式中

k( r) = i
2
h槡 sin kr ( 8)

由上式可得到

PA( r) = 2 |k( r) | 2 =
2
h

( 1－cos 2kr) ( 9)

若体系的空间波函数对于交换是对称情况，可

类似得到

PS( r) =
2
h

( 1+cos 2kr) ( 10)

略去无关紧要的常数因子 2 /h ，则

P( r) ∝
1+cos 2kr， ( 对称情况)

1， ( 无对称情况)

1－cos 2kr， ( 反对称情况)
{ ( 11)

可以看出，在 3 种情况下，两个全同粒子的相对位置

的分布概率是很不相同的．在此设 k 值为 1 /2，并据

此忽略 r 的量纲，结果如图 2 所示．

图 2 一维空间中，两个全同粒子的相对位置的

概率密度分布

可见，在空间波函数交换对称的情况下，两个

粒子靠拢的概率最大，而交换反对称情况下，两个

粒子靠近( r→0 ) 的概率趋于零，这与三维空间下

的结果一致．不同的是，对称和反对称情况中概率

密度分布并不会随 r 增大而快速衰减，仍表现为周

期性振荡，这是因为一维情况不需要作角向积分

的缘故．

2 一维谐振子势阱情况

现对例题模型进行推广，以一维谐振子势阱为

例，研究束缚态情况下，空间波函数的交换对称性对

两个全同粒子相对位置分布的影响，讨论势场引入

对于结果的影响．
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2．1 基本公式

设在一维空间中，存在一个谐振子势阱:

V( x) =
1
2

Cx2 ( 12)

其中，C 表征简谐作用力的强度．由波动力学解法可

解析得到相应单粒子运动的波函数:

ψn( x) = Nnexp － 1
2 α2x2( ) Hn( αx) ( 13)

式中

Nn =
α

槡π2
nn!槡 ， α=

2π( Cμ)
1
2

h槡 ( 14)

Nn 是归一化常数，Hn 是厄米多项式，μ 是粒子的静

止质量，α 具有长度倒数的量纲，可表征势阱的形

状，在此设其值为 1，并据此忽略 x 的量纲．
若在上述一维谐振子势阱中存在两个全同粒

子，忽略其自旋属性及相互作用，当一粒子处于 n 能

级，另一粒子处于 m 能级时，体系的空间波函数可

写作:

ψS( A)
nm ( x1，x2) =

1

槡2
[ ψn( x1) ψm( x2) ±ψn( x2) ψm( x1) ] =

1

槡2
NnNmexp － 1

2
x21( ) exp － 1

2
x22( )·

［Hn( x1) Hm( x2) ±Hn ( x2) Hm( x1) ］

( 15)

其中，当体系的空间波函数交换对称时系统取加号;

交换反对称时系统取减号; 没有交换对称性时，仅取

中括号内两个多项式中任意一个( 后文一致) ．上式

经线性变换式( 3) 后，可化为

ψS( A)
nm ( R，r) =

1

槡2
NnNmexp( －R2 ) exp － 1

4
r2( )·

Hn
2R+r
2( ) Hm

2R－r
2( ) ±Hn

2R－r
2( ) Hm

2R+r
2( )[ ] ( 16)

此时体系的空间波函数的归一化条件可写作:

∫
∞

－∞
∫
∞

－∞
ψ S( A) *

nm ( x1，x2 ) ψ
S( A)
nm ( x1，x2 ) dx1dx1 =

4∫
∞

0 ∫
∞

0
ψ S( A) *

nm ( R，r) ψ S( A)
nm ( R，r) dRdr = 1 ( 17)

其中，换元积分时引入的雅克比行列式等于 1，并且

上式考虑了波函数的空间对称性．在以下讨论中也

只需在 R＞0 的区间开展分析．
上述体系 的 质 心 运 动 与 相 对 运 动 波 函 数 一

般不能完 全 分 离 ．一 方 面，是 因 为 在 体 系 的 空 间

波函数式( 15 ) 中存在复杂的厄米多项式，导致波

函数很难完 全 分 解 为 只 含 质 心 坐 标 与 只 含 相 对

坐标的两个多项式相乘的形式; 另一方面，由于

两个全同粒子对称分布于质心两侧，质心坐标的

改变也会影响两个全同粒子所感受势场的强度 ．
因此不同于自由粒子的特殊情况，两个全同粒子

的质心运动与相对运动间通常存在耦合，两个全

同粒子的相 对 位 置 的 概 率 密 度 分 布 一 般 也 与 质

心坐标 R 相关 ．由此可定义两个全同粒子的全空

间概率密度:

PS( A)
nm ( R，r) ≡ |ψS( A)

nm ( R，r) | 2 ( 18)

对于一般的耦合情况，需将全空间概率密度对质心

坐标 R 进行积分，得到两粒子相对距离为 r 时的“平

均”概率密度:

PS( A)
nm ( r) ≡ ∫PS( A)

nm ( R，r) dR ( 19)

为使图象更加直观，下面将举例 3 种情形对结果展

开讨论．
2．2 例 1: n=0，m=1 情形

虽然在一维谐振子势阱中，两个全同粒子的

质心运动与相对运动之间通常存在耦合，但也有

少数退耦的特例 ．例如，当一个粒子处于基态，另

一个粒子处于第一激发态时( n = 0，m = 1 ) ，具有

确定交换对称性的体系的空间波函数式 ( 15 ) 可

完全 分 离 为 质 心 运 动 与 相 对 运 动 两 部 分，分

别有:

ψA
01 =

4 2
π槡 exp( －R2 ) A

01( r)

ψS
01 = 2

4 2
π槡 exp( －R2 ) RS

01( r)











( 20)

A( S)
0，1 即两个全同粒 子 相 对 运 动 部 分 的 空 间 波 函

数，由其 可 得 两 粒 子 相 对 距 离 为 r 时 的 概 率 密

度为:

PA
01( r) = |A

01( r) | 2 =
1
2π槡 exp － 1

2
r2( ) r2

PS
01( r) = |S

01( r) | 2 =
1
2π槡 exp － 1

2
r2( )











( 21)

而当没有交换对称性时，质心运动与相对运动之间

出现耦合，此时体系的空间波函数可写作:

ψ01 =
1
2π槡 exp( －R2 ) exp － 1

4
r2( ) ( 2R－r) ( 22)

按照式( 18) 定义，可得到相对位置的概率密度:

P01( r) ≡ ∫ |ψ01( R，r) | 2dR=
1
2π槡 exp － 1

2
r2( ) 1+r2

2( )
( 23)

其恰好为对称和反对称情况结果的平均．
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图 3 中展示了 3 种不同的交换对称情况下两

个全同粒子的全空间概率密度分布结果．发现波函

数交换对称情况时，概率密度分布的极值位 r = 0
处; 反对称情况时，则位于 r≠0 处; 而无对称情况

时，全空间概率密度分布关于对角线 r= 2R 对称分

布．由图 4 进一步发现，对于二粒子分别处于基态

和第一激发态的情况，在空间波函数交换对称的

情况下，两个粒子靠拢的概率最大，而交换反对称

情况下，两个粒子靠近( r→0) 的概率趋于零，这与

之前结论一致，而无对称情况的结果介于两者之

间，恰好为两者结果的平均．此外，由于谐振子势阱

的束缚作用，导致两粒子相对距离为 r 时的概率密

度会随 r 增大而快速趋零，有别于一维自由态时周

期性振荡的趋势．

图 3 一维谐振子势阱中，n = 0，m = 1 时，两个全同

粒子的全空间概率密度分布轮廓图

图 4 一维谐振子势阱中，n = 0，m = 1 时，两个全同

粒子的相对位置的概率密度分布

此外，图 3、图 4 给出质心运动与相对运动可完

全分离的直观判据: 若质心运动与相对运动可完全

分离，则质心坐标 R 的变化不会改变相对位置分布

概率曲线的基本形状．
2．3 例 2: n=0，m＞1 情形

设一个粒子处于基态( n = 0 ) ，另一个粒子处

于 m＞1 的 激 发 态，此 时 体 系 的 质 心 运 动 与 相 对

运动波函数不能完全分离，则两个全同粒子的全

空间概率密度:

PS( A)
0m ( R，r) =

4
π2m+1m!

exp( －2R2 ) exp － 1
2

r2( )·
[ Hm

2R－r
2( ) ±Hm

2R+r
2( ) ] 2

( 24)

图 5 给出了对称与反对称两种情况下两个全同粒子

的全空间概率密度分布结果．

图 5 一维谐振子势阱中，n = 0 时，两个全同粒子

的全空间概率密度分布轮廓图

由图 5 可见: 在一维谐振子势阱中，当一个粒

子处于基态( n= 0) ，另一个粒子处于 m＞1 的激发

态时，两个全同粒子的质心运动与相对运动之间

存在耦合．全空间概率密度分布不再是仅与相对距

离 r 有关的简单演化，而是受到 R 的调制，且随着

m 的增大，分布图案越来越复杂．但观察概率密度

极值点的分布，可以发现与 m 取值无关的规律: 波

函数交换对称情况时，极值点对应r= 0; 而反对称

情况时，极值点对应 r≠0．相关结论可通过分析对

R 积分后的概率密度 PS( A)
0m ( r) 进一步确认，如图 6

所示，在空间波函数交换对称的情况下，两个粒子
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靠拢的概率最大，而交换反对称情况下，两个粒子

靠近( r→0) 的概率趋于零．

图 6 一维谐振子势阱中，n = 0 时，两个全同粒子

的相对位置的概率密度分布

2．4 例 3: m=n+1 和 m=n+2 情形

设两个全同粒子间的能级差固定，若能级差为

奇数，取能级差为 1，即一个粒子处于 n 能级，另一

个粒子处于 m = n+1 能级，则两个全同粒子的全空

间概率密度:

PS( A)
nn+1( R，r) =

4
π( 2n+1n! ) 2( n+1)

exp( －2R2) exp － 1
2

r2( )·
[ Hn

2R+r
2( ) Hn+1

2R－r
2( ) ±Hn

2R－r
2( ) Hn+1

2R+r
2( ) ] 2

( 25)

若能级差为偶数，取能级差为 2，即一个粒子处于 n
能级，另一个粒子处于 m= n+2 能级，则两个全同粒

子的全空间概率密度:

PS( A)
nn+2 ( R，r) =

4
2π( 2n+1n! ) 2( n+1) ( n+2)

exp( －2R2) ·

exp － 1
2

r2( ) [ Hn
2R+r
2( ) Hn+2

2R－r
2( ) ±

Hn
2R－r
2( ) Hn+2

2R+r
2( ) ] 2

( 26)

图 7、图 8 给出了两个全同粒子能级差固定情

况下的全空间概率密度分布，可以发现波函数交换

对称情况时概率密度分布的极值会出现在r= 0处;

而反对称情况时，则位于 r≠0 处，这与之前的结果

相一致．对于能级差为偶数的情况，全空间概率密度

分布还额外产生了关于对角线 r= 2R 的对称分布．
进一步对质心坐标 R 积分得到两个全同粒子的相

图 7 一维谐振子势阱中，m = n+1 时，两个全同

粒子的概率密度分布轮廓图

图 8 一维谐振子势阱中，m = n+2 时，两个全

同子的全空间概率密度分布轮廓图

对位置的概率密度分布，如图 9、图 10 所示，结果仍表

明: 在一维谐振子势阱中，当两个全同粒子间的能级差

固定时，在空间波函数交换对称的情况下，两个粒子靠

拢的概率最大，而交换反对称情况下，两个粒子靠近

( r→0) 的概率趋于零，并且与能级差的奇偶性无关．
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图 9 一维谐振子势阱中，m = n+1 时，两个全同

粒子的相对位置的概率密度分布

图 10 一维谐振子势阱中，m = n+2 时，两个全

同粒子的相对位置的概率密度分布

3 结论

本文基于不同的交换对称性，讨论了一维谐

振子势阱中两个全同粒子的空间相对位置的分布

概率，对量子力学教材中相关例题模型作了一般

性推广，即两个全同粒子无论是处于自由态还是

一维谐振子束缚态，在空间波函数交换对称的情

况下，两个粒子靠拢的概率最大，而交换反对称情

况下，两个粒子靠近( r→0) 的概率趋于零，无交换

对称情况下，两粒子空间相对位置的分布概率介

于对称与反对称情况之间．通过采用二维轮廓图开

展分析，可以更直观地展现全同粒子间的空间关

联特征．该讨论内容可用于量子力学相关章节的教

学当中，对于丰富教学内容，提高教学质量是一种

很好的尝试．此外，相对于自由态情形，束缚态模型

更具实验可操作性，这将有助于人们深入理解由

空间波函数交换对称性所导致的量子效应，因此

将结论推广至更一般的势阱情况具有理论和实验

的双重价值．
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Spatial correlations of two identical particles
in one－dimensional harmonic oscillator potential

LIU Zhi-wei，SUN Bao-yuan
( School of Nuclear Science and Technology，Lanzhou University，Lanzhou，Gansu 730000，China)

Abstract: Inspired by a sample question in the textbook of quantum mechanics，the spatial correlations of two
identical particles in the one－dimensional harmonic oscillator potential are discussed，where the exchange symmetry
of wave function is assumed to be classical，symmetrical and anti－symmetrical，respectively． It is found that the
results for free particles still hold for the one －dimensional harmonic oscillator bound states，namely，when the
exchange symmetry is symmetrical，the two particles tend to draw close each other，the probability of two particles
approaching each other( r→0) tends to be zero while when anti－symmetrical，which will be useful for understanding
the quantum effects induced by the exchange symmetry．

Key words: identical particles; exchange symmetry; one－dimensional harmonic oscillator potential; spatial cor-
relations．


