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摘要: 基于核物质的相对论Hartree-Bogoliubov(RHB)理论，采用相对论平均场单玻色子交换形式的有效对

相互作用，研究了不同对力强度下双中子关联及其中的BCS-BEC渡越现象。通过引入有效衰减因子χ调节

对力强度，定量分析费米面处中子对能隙和单粒子动能比值∆Fn/eFn及无量纲参数 1/(kFna)随费米动量 kFn

的演化行为，发现双中子对在χ= 0.51时进入BCS-BEC渡越区域，在χ= 0.67时可达到幺正极限。进而分

析了中子对能隙、中子对波函数及相干长度等物理量在相应临界点处的特征，并给出渡越时双中子短程关联

概率的定量判据。发现当配对中子处于平均中子间距以内的概率P (dn)w 0.80时，双中子对从纯BCS耦合过

渡到BCS-BEC渡越区域。
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1 引言

对关联作为费米系统中普遍存在的物理现象，

在3He超流体、超导体、超冷原子气体和原子核等费

米子系统中均已发现。在原子核物理及核天体物理

方面，发现对关联对于研究开壳原子核的性质、中子

星 glitch等物理现象均具有重要作用。在核物质中研究

对关联的密度依赖行为，为理解原子核内部及表面的超

流性质提供了重要参考。作为一种简洁有效的方法，一

般常采用Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)理论来描

述一般的对关联物理
[1–2]
。

费米子系统中BCS-BEC渡越是近来在对关联研

究中讨论的一种新奇现象，它描述的是配对费米子随

着对相互作用的增强由弱耦合BCS型到强耦合Bose-

Einstein condensation(BEC)型转变的过程，其单粒子

有效化学势随着对相互作用的增强会由正变为负
[3]
。研

究表明，尽管BCS基态假设最初是用来描述Cooper对

处于弱耦合的情形，但理论证明将BCS对能隙方程推

广到强耦合配对的情形依然适用
[4–5]
，因此BCS理论仍

适用于零温情况下BCS-BEC渡越现象的描述
[6]
。

在原子核物理中，基于相对论平均场 (RMF)理

论并引入Bogoliubov准粒子变换，可以给出对场和平

均场的统一描述，即Relativistic-Hartree-Bogoliubov

(RHB)理论，对无限大核物质体系RHB方程约化为通

常的BCS方程
[7]
。RHB理论已成功用于开壳原子核特

别是近滴线的奇特核性质的研究中。在RHB理论描述

有限核时，由于直接采用单玻色子交换形式的对力处理

对关联的复杂性，一般常采用Gogny、Skyrme等唯象

的对相互作用
[8]
。对无限大核物质体系，基于单玻色子

交换形式的裸核子相互作用例如Bonn势作为对力，已

成功开展低密核物质中的双中子关联现象的研究
[9–10]

。

而直接基于RMF有效相互作用给出对力强度，尝试采

用统一自洽的方式描述平均场和对场，发现会给出明显

偏大的对能隙取值，因此需要在RMF有效对力中引入

一个衰减因子以使对能隙接近Bonn势或Gogny对力给

出的经验值
[11]
。因此，在相对论平均场中实现对场和

平均场的统一描述仍然是一个开放性的物理问题。

由于BCS-BEC渡越特征敏感依赖于对力强度的变

化，因此可以将其作为研究核子配对中介质效应 (包括

密度及同位旋依赖性等)的一个理想工具。在量子力学

等相关课程中，将此现象的唯象描述引入教学或课外研

究环节，对于加深量子多体系统本质的理解也是一种有

益的尝试。基于RHB理论，采用RMF单玻色子交换

形式的有效对力并调节其强度来研究BCS-BEC渡越现

象，通过分析配对核子达到渡越区域和幺正极限时的对

关联特征，可以为改进RMF有效对力提供重要的限制，
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为最终实现相对论核多体问题中对场和平均场的统一自

洽描述提供思路。因此，本文基于核物质的RHB理论，

尝试在对场和平均场中采用相同的单玻色子交换有效

相互作用，以中子对1S0耦合道为例，定量研究配对中

子在不同RMF有效对力下BCS-BEC渡越的物理性质，

分析各参考物理量在渡越临界点处的特征。

2 理论框架

相对论平均场理论以核子场、介子场(光子场)及其

协变形式的相互作用构建有效拉格朗日量密度，由此建

立描述核多体系统的能量密度泛函
[12]
。一般的RMF有

效拉氏量密度可写为

L=ψ̄
[
iγµ∂µ−M−gσσ−gωγµωµ−gργµτ ·ρµ−

eγµAµ
1−τ3
2

]
ψ+

1

2
∂µσ∂µσ−Uσ(σ)−

1

4
ΩµνΩµν+Uω(ωµ)−

1

4
Rµν ·Rµν+

Uρ(ρµ)−
1

4
FµνFµν ， (1)

其中：M为核子质量；gi(i = σ,ω,ρ)分别为核子场ψ

与σ, ω及 ρ介子场的耦合常数。τ 表示核子的同位旋

算符，τ3为相应三分量。此外，Ωµν , Rµν和Fµν分别

为矢量介子场ω, ρ以及光子场A的场张量。在非线性

自耦合形式的RMF模型中，Uσ(σ)、Uω(ωµ)和Uρ(ρµ)

具有以下形式

Uσ(σ)=
1

2
m2

σσ
2+

1

3
g2σ

3+
1

4
g3σ

4 ， (2a)

Uω(ωµ)=
1

2
m2

ωω
µωµ+

1

4
c3(ω

µωµ)
2 ， (2b)

Uρ(ρµ)=
1

2
m2

ρρ
µ ·ρµ+

1

4
d3(ρ

µ ·ρµ)
2 ， (2c)

其中：mσ, mω和mρ分别是σ, ω和ρ介子的质量。核子

场狄拉克方程可通过能量泛函变分获得

[α ·p+β(M+S)+V ]ψi = εiψi ， (3)

其中标量势S与矢量势V 相应为

S= gσσ ， (4)

V = gωω0+gρτ3ρ
3
0+

1

2
e(1−τ3)A0 ， (5)

此处介子场与光子场因引入平均场近似而处理为经典

场，由其平均值所代替，可由各自的运动方程求解给出

−∇2σ+U ′
σ(σ)=−gρρs ， (6a)

−∇2ω0+U
′
ω(ω0)= gωρv ， (6b)

−∇2ρ30+U
′
ρ(ρ

3
0)= gρρ3 ， (6c)

−∇2A0 = eρc 。 (6d)

核物质系统具有空间平移不变性，则矢量介子和光子场

的类空部分对能量泛函贡献为零，本文所用模型中均将

其忽略。RMF理论的相关公式可进一步参考文献[13]。

在RMF理论中，核子Dirac场是量子化的，介子

仍处理为经典场。为在核多体系统中描述超流现象，

可引入Bogoliubov准粒子变换，此时需要重新将介子

场量子化。通过构建密度矩阵与对张量，采用正则量

子化过程，再忽略Fock项贡献后，即可推导出相对

论Hartree-Bogoliubov (RHB)方程
[7]
。对于无限大核

物质体系，动量为好量子数，则在动量表象下其RHB

方程可直接约化为BCS型方程
[7]ε(k)−λ ∆(k)

∆(k) −ε(k)+λ

u(k)
v(k)

= e(k)

u(k)
v(k)

 ，
(7)

上式中列向量是准粒子波函数，∆(k)为对场。定义

核子有效质量M⋆ = M + S 和有效单粒子能量E⋆
k =

√
k2+M⋆2，则单粒子能量 ε(k) = V +E⋆

k。准粒子能

量 e(k) =
√
[ε(k)−λ]2+∆2(k)，化学势λ由粒子数守

恒条件确定。相应可定义正常密度分布函数nk(即占据

数 v2(k))和反常密度分布函数κk

nk = v2(k)=
1

2

[
1− ε(k)−λ

e(k)

]
， κk =

1

2

∆(k)

e(k)
。

(8)

在RHB方程约化为BCS型方程后，BCS基态写为∣∣BCS⟩=∏
k>0

(
u(k)+v(k)â†k↑â

†
−k↓

)∣∣−⟩ ， (9)

其中 â†k↑(â
†
−k↓)为在真空态 |−⟩上形成一个具有动量

k(−k)和自旋 ↑ (↓)的粒子的产生算符[1–2]
。由于对关联

效应，核物质费米面发生弥散。为保证理论自洽性，在

计算平均场中各种核子密度时需要考虑正常密度分布函

数nk并对整个动量空间作积分。本文工作将以
1S0耦合

道为例讨论中子对关联现象，则对能隙方程表示为

∆(k)=− 1

4π2

∫∞

0

χ ·vpp(k,p)κpp2dp ， (10)
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其中 vpp(k,p)为动量空间中
1S0道的核子-核子对相互

作用矩阵元，为调节对力强度还引入了有效衰减因

子χ。

对于核物质体系，给定重子密度 ρb以及同位旋不

对称度 ζ = (ρn−ρp)/ρb，上述方程可通过自洽迭代过
程来求解。在实际的计算中，对力即粒子-粒子道的相

互作用可以由微观或唯象的方式构建。本文中将以文

献[11]工作为基础，尝试在对场和平均场中采用相同的

单玻色子交换有效相互作用，由平均场耦合常数直接

决定对相互作用强度。其采用的RMF有效对力包含

了σ, ω, ρ介子的贡献，表示如下

vpp(k,p)= vσpp(k,p)+v
ω
pp(k,p)+v

ρ
pp(k,p) ， (11)

其中 vσpp(k,p), v
ω
pp(k,p), v

ρ
pp(k,p)分别为

vσpp(k,p)=
−g2σ

2E⋆
kE

⋆
p

{
(E⋆

p−E⋆
k)

2+m2
σ−4M⋆2

4pk
×

ln

(
(p+k)2+m2

σ

(p−k)2+m2
σ

)
−1

}
，

vωpp(k,p)=g
2
ω

2E⋆
pE

⋆
k−M⋆2

2E⋆
kE

⋆
ppk

ln

(
(p+k)2+m2

ω

(p−k)2+m2
ω

)
，

vρpp(k,p)=g
2
ρ

2E⋆
pE

⋆
k−M⋆2

2E⋆
kE

⋆
ppk

ln

(
(p+k)2+m2

ρ

(p−k)2+m2
ρ

)
。

(12)

3 结果及分析

本文中，粒子-粒子道和粒子-空穴道均采用PK1

有效相互作用具体计算
[13]
。有关动量积分采用了

高斯-勒让德积分以保证数值计算精度，格点数取

为 500，同时需引入动量截断。通过检验发现截断动

量 kC > 10 fm−1时已保证动量积分结果收敛，实际计

算中 kC取为 20 fm−1。下面将详细讨论基于RMF有效

对力给出的双中子关联及其中BCS-BEC渡越的结果，

为了明晰仅对纯中子物质开展讨论。

正常密度分布函数nk和反常密度分布函数κk分

别可以提供平均场与对场的相关信息。图 1中给出

了χ=1.0的RMF有效对力下nk与κk随中子动量的演

化。随着中子费米动量的降低，nk逐渐偏离阶梯函数

分布，而κk也在更宽的动量范围扩展。事实上，反常

密度分布函数可以理解为动量空间中的Cooper对波

函数，与Gogny对力得到的结果相比
[14]
，此处χ=1.0

的RMF有效对力在低动量区域给出更大的κk取值，反

映了中子对可能以更强的耦合进行配对。当减小衰减因

子χ的值，对力强度减弱，两种分布也将逐渐趋于BCS

弱耦合时的典型分布。

图 1 (在线彩图)采用RMF有效对力当χ= 1.0时，在不

同费米动量 kFn下纯中子物质的正常密度分布函数nk

和反常密度分布函数κk随中子动量 k/kFn的演化

为了定量界定双中子关联的强弱，通常需要引

入一些特征物理量判据，并由此来判断中子对处

于BCS弱耦合区域、BCS-BEC渡越区域还是BEC强

耦合区域
[9–10]

。本文以其中的两个特征量为例来开

展分析，即费米动量处对能隙与动能比值∆Fn/eFn

和无量纲参数 1/(kFna)，其中中子费米动能 eFn =√
k2Fn+M

⋆2 −M⋆，a为中子散射长度。正则化对关

联模型研究给出 0.21 < ∆Fn/eFn < 1.33时中子对可

以处于BCS-BEC渡越区域，而∆Fn/eFn = 0.69则对

应BCS-BEC幺正极限
[15]
。对于无量纲参数 1/(kFna)，

则分别由其值取±1和 0确定渡越区域和幺正极限
[16]
。

图 2(a)、(b)分别给出了不同RMF有效对力强度下

∆Fn/eFn 和 1/(kFna)随纯中子物质密度的演化行为。

对于χ=1.0, ∆Fn/eFn和 1/(kFna)随核物质密度降低而

迅速增大，在kFn ∼1.35 fm−1时中子对已由纯BCS区

域进入BCS-BEC渡越区域，当 kFn .0.4 fm−1时中子

图 2 (在线彩图)在不同RMF有效对力强度下，纯中子

物质中费米动量处的对能隙与动能比值∆Fn/eFn (左

图)和无量纲参数 1/(kFna) (右图)随费米动量的变化

黄色格点区域为BCS-BEC渡越区域，短划线表示BCS-

BEC幺正极限。
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对进一步处于纯BEC强耦合。在减小有效衰减因子到

χ ∼0.67时，中子配对随密度降低而耦合变强的趋势得

到抑制，仅在稀薄的核物质密度时达到幺正极限，此时

中子对在任何核物质密度下均不可能处于纯BEC束缚

态。进一步降低有效衰减因子值，发现在低密度下中

子配对可以重新回到BCS弱耦合情形，仅在一定的密

度区间内处于BCS-BEC渡越区域。当χ ∼0.51时，发

现∆Fn/eFn和 1/(kFna) 仅在 kFn ∼0.45 fm−1处刚好达

到BCS-BEC渡越区域。因此，χ=0.51和 0.67两种情

形描述了中子对刚好能达到BCS-BEC渡越区域和达

到幺正极限临界点时RMF有效对力强度。为更好理解

BCS-BEC渡越现象物理，下面将进一步讨论对关联的

一些特征物理量在所选取的RMF有效对力下的行为。

图 3给出了不同RMF有效对力强度下费米面处

中子对能隙的密度依赖行为。可以发现∆Fn在 kFn =

1.0 fm−1附近达到最大值，随密度增大或降低均快速衰

减。在较低的密度范围，尽管对场变弱，但由于与平均

场的相对竞争 (可用图 1中∆Fn/eFn比值来描述)，中子

配对反而有可能出现较强的耦合。为了与裸核子相互作

用Bonn势作为对力的结果
[9]
相比较，调节有效因子当

χ=0.54时，发现∆Fn在 kFn ∼ 0.9 fm−1附近达到最大

值∼3.2 MeV，与Bonn-B势计算给出的对能隙最大值

接近，但其峰值对应的密度较Bonn-B势更高。结合

图 2的结论，经验的裸核子相互作用Bonn-B势所描述

中子配对要强于χ=0.51情形而弱于χ=0.67情形，表

明其已进入BCS-BEC渡越区域，但尚不能达到幺正极

限。

图 3 (在线彩图)在不同RMF有效对力强度下，纯中子

物质中费米面处中子对能隙随费米动量的变化

为了讨论中子对在不同有效对力下的特征，除对能

隙外，还可以研究中子对的空间分布行为。坐标空间的

中子Cooper对波函数可以对κk做傅里叶变换获得

Ψpair(r)=
C

(2π)3

∫
κke

ik·rdk ， (13)

其中：r为配对中子间相对距离；C是空间归一化常数。

相应的Cooper对空间概率密度分布 r2|Ψpair(r)|2如图 4

所示。随着χ的降低，在 r较小处 r2|Ψpair(r)|2分布的
极大值也逐渐减小。表明随着配对中子间对力变弱，中

子在较小的相对距离内配对的可能性也逐渐变低，相

应在图中 r较大处的分布变得明显。在对力很弱的情况

下，例如χ = 0.51，中子对处于理想的BCS弱耦合情

形，此时Cooper对波函数随 r具有振荡并指数衰减的形

图 4 (在线彩图)在不同RMF有效对力强度下，各密度的纯中子物质中Cooper对空间概率密度分布 r2|Ψpair(r)|2，其
中 r为配对中子间相对距离
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式，称为Friedel振荡
[17]
，是由费米面的陡峭行为引起

的。而在强耦合BEC极限下，Ψpair(r)振荡消失，其行

为类似于 exp(−
√
4m/~2|µ|r)/r [5]

，如图中χ=1.00对

力在 kFn = 0.2 fm−1的结果，此时中子对的尺寸在空间

中明显收缩。

为了更清晰表现此演化趋势，可以绘制Cooper

对空间概率密度关于 kFn及 r的二维Contour图，图 5

以χ=0.67 情形为例。发现双中子在很小的相对距

离 r∼ 1.25 fm其配对概率出现峰值。通过与Bonn势作

为对力的结果
[9]
相比较，该峰值对应的密度范围更广且

更高，约 kFn ∈ [0.6,1.4] fm−1。这与图 3中对能隙∆Fn

在 kFn ∼ 0.9 fm−1附近达到最大相一致。当核物质接近

饱和密度时，r2|Ψpair(r)|2在该峰值之外仍具有明显的
概率密度分布，表明此时双中子仍有一定的概率以长程

耦合配对。在一些文献中，也将最大峰值和大 r处强弱

振荡的分布分别称作“双中子组态”与“雪茄状组态”，

用以区别类BEC配对与类BCS配对的情形
[18]
。随着

密度降低，该“双中子组态”在空间中分布也逐渐展

宽，在 kFn < 0.2 fm−1时弥散到很大的 r处。表明此时

中子对虽已趋于BCS-BEC幺正极限，但因核物质密度

极其稀薄，核子间距离变得很大，中子对也难以真正形

成在空间凝聚的纯BEC态，这将在图 6的分析中进一

步得到验证。

图 5 (在线彩图)采用RMF有效对力当χ = 0.67时，纯

中子核物质中Cooper对空间概率密度 r2|Ψpair(r)|2随
费米动量 kFn及配对中子间相对距离 r的二维分布图

图 6给出相对距离 r6 3 fm的中子对的短程关联概

率P (r=3 fm)与其对应的相干长度 ξrms随密度演化的

特征。中子对相干长度定义为Cooper对的均方根半径，

即

ξ2rms = ⟨r2⟩=
∫
|Ψpair(r)|2r4dr∫
|Ψpair(r)|2r2dr

。

可以看到当χ=0.67和0.51时，P (r=3 fm)在低密度下

逐渐减小为零，相应 ξrms逐渐变大。表明此时双中子已

基本没有可能以短距离成对，也就不可能成为空间凝聚

的纯BEC态。

图 6 (在线彩图)在不同RMF有效对力强度下，纯中子物

质中双中子形成 r63 fm的短程关联概率P (r) (a)与其

对应的相干长度 ξrms(b)随费米动量的变化

通过以上分析，还可以尝试预测双中子对达

到BCS-BEC渡越区域时的特征判据。除了之前已讨

论的∆Fn/eFn和 1/(kFna)，配对中子处于平均中子间

距离 dn≡ ρ−1/3
n 之内的短程关联概率P (dn)也可作为界

定渡越区域的判据。通过图2可以确定不同RMF有效

对力的线段与∆Fn/eFn和 1/(kFna)判据(即黄色格点区

域)的交点，表1中总结了这些交点处相应的有效衰减因

子χ值和中子费米动量 kFn，以及由此得到的双中子短

程关联概率P (dn)。利用∆Fn/eFn 和 1/(kFna)结果并

求平均后，可分别得到当P (dn)= 0.80和 0.81时，双中

子配对从纯BCS耦合过渡到BCS-BEC渡越区域。其

值与文献[10]给出的结论基本一致，也证明了将P (dn)

作为渡越判据的模型无关性。

表 1 以图2中∆Fn/eFn 和 1/(kFna) 作为特征判据，
双中子对达到BCS-BEC渡越区域时对应的RMF
有效对力强度因子 χ、纯中子物质的费米动量 kFn和
双中子短程关联概率 P (dn)

∆Fn/eFn 1/(kFna)

χ kFn/fm
−1 P (dn) χ kFn/fm

−1 P (dn)

0.51 0.45 0.80 0.51 0.45 0.80

0.54 0.22 0.85 0.54 0.22 0.85

0.54 0.80 0.77 0.54 0.80 0.77

0.67 1.05 0.78 0.67 1.00 0.81

1.00 1.35 0.78 1.00 1.30 0.82

0.80 0.81
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4 总结与展望

本文基于核物质的相对论RHB理论，在粒子-粒子

道和粒子-空穴道尝试采用统一的有效相互作用，构建

出单玻色子交换形式的RMF有效对力，研究了不同

对力强度下双中子关联及其中的BCS-BEC渡越现象。

通过引入对力衰减因子有效降低了该模型预测的对能

隙，当χ=0.54时发现∆Fn最大值与Bonn-B势给出的

值接近。通过分析特征物理量∆Fn/eFn和 1/(kFna)的

密度及对力强度的依赖行为，给出双中子对达到BCS-

BEC渡越区域和幺正极限临界点时的对力强度要求与

核物质密度范围。进一步研究了RMF有效对力下中

子对能隙、中子对波函数及相干长度等物理量在其处

于BCS、BEC和渡越区域的不同特征，给出了渡越时

双中子短程关联概率P (dn)的定量判据。通过分析中

子对达到BCS-BEC渡越区域和幺正极限时的对关联特

征，并与其它微观或有效对力的结果相比较，可以为改

进RMF有效对力提供重要的参考，也为实现相对论核

多体问题中对场和平均场的统一自洽描述提供了思路。

在量子力学等相关课程中引入对此现象的讨论，对于加

深全同多粒子系统中量子统计特性的理解也十分有益。
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BCS-BEC Crossover in Neutron Matter with RMF
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Abstract: Based on the relativistic Hartree-Bogoliubov theory in nuclear matter, the dineutron correlations

and the crossover from Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) region of neutron Cooper pairs to Bose-Einstein conden-

sation (BEC) are investigated with the one-boson-exchange type of pairing force generated from the relativistic

mean field (RMF) model. By introducing an effective factor χ in the RMF effective pairing interaction, the

density dependence of the ratios between neutron pairing gap at Fermi surface and neutron Fermi kinetic en-

ergy∆Fn/eFn and the dimensionless parameter 1/(kFna) are analyzed quantitatively. Then the criteria where

dineutron correlations exactly reach the threshold of BCS-BEC crossover or unitary limit are determined to be

χ=0.51 or 0.67, respectively. In addition, features of neutron pairing gap, Cooper pair wave function and dineu-

tron coherence length are illustrated, and the value of the probability for partner neutrons correlated within the

average inter-neutron distance, namely P (dn)w 0.80, is obtained as a criterion of BCS-BEC crossover.
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